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Die ferromagnetische Anisotropie wird auf die Spin-Bahn-Kopplung zuriickgefiihrt. Die theore-
tische Beschreibung des ferromagnetischen Kristalls erfolgt durch ein Einelektronenmodell. Die
Kristalleigenfunktionen werden nach Brocu-Funktionen mit Spin entwickelt. Als Basisfunktionen
werden dabei nicht die entarteten 3 d-Atomfunktionen verwendet, sondern es wird von sog. Zellen-
funktionen ausgegangen, die schon in nullter Niherung die Wirkung des kubischen Kristallpotentials
beriicksichtigen. In dieser Naherung fiithrt das bekanntlich zur Aufspaltung des 5-fach entarteten
Niveaus in ein 2- und ein 3-fach entartetes Niveau.

Die Storungsrechnung beziiglich der Spin-Bahn-Kopplung fiihrt zu dem Ergebnis, daf3 die Kristall-
energie von der Gestalt der Zustandsdichte-Energie-Kurve in der Nahe der Fermi-Grenze abhingt.
Die Diskussion zeigt, dal} sich fiir plausible Werte von % (F) und (d#/dE) r bei Nickel die richtige
Grofle und das richtige Vorzeichen fiir K, ergibt. Bei Annahme eines gemeinsamen d-Bandes fiir
die flichenzentrierten FeNi-Legierungen kann der Verlauf von K, als Funktion der Konzentration
der Komponenten schon auf Grund eines sehr einfachen Bandmodells erkldrt werden. Insbesondere
ergibt sich auch die experimentell beobachtete Umkehr des Vorzeichens von K, . Unter Zugrunde-
legung einer groben Niherung fiir die Fermische Verteilungsfunktion wird die Temperaturabhidngig-
keit von K1, lokal diskutiert. Dabei ergibt sich in erster Ndaherung ein Glied, das proportional T2 ist.
In speziellen Fillen kann durch dieses Glied ein Wechsel des Vorzeichens von K, bei Ubergang zu
hoheren Temperaturen bewirkt werden.

Die freie Energie E ferromagnetischer Einkristalle
hingt von der Richtung der spontanen Magnetisie-
rung beziiglich der Kristallachsen ab:

E=E)+f(ay,as,a3). (1)

Die Funktion f der Richtungskosinusse a,. a5, a3 ist
invariant gegeniiber den auf die a; ausgeiibten Sym-
metrieoperationen der Punktgruppe des Kristalls ! 2.
Fiir kubische Kristalle erhélt man danach folgende
Entwicklung:
E=Ey+Ky(a® a5 + ;% a5® + 2,7 07 (2)
L+ K02 ap® ag® o s
Die vorliegende Arbeit befalit sich mit der theoreti-
schen Bestimmung von K. Dieses Problem wurde
schon in einer Reihe von Arbeiten behandelt, von
denen die alteren, die meist von einem phinomeno-
logischen Standpunkt ausgehen, in einer ausfiihr-
lichen Arbeit von Van Vieck® diskutiert werden.
Brocu und GentiLe * machten als erste den Vorschlag,
die Anisotropie auf die Spin-Bahn-Kopplung zuriick-
zufiihren. Danach sind die Bahneigenfunktionen im
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1 R. Becker u. W. Dirine, Ferromagnetismus, Springer-Ver-
lag, Berlin 1939.

2 W. Dérine, Ann. Phys., Lpz. 1, 102 [1958].

3 J. H. Van ViEck, Phys. Rev. 52,1178 [1937].

4 F. Brocu u. G. GentILE, Z. Phys. 70, 395 [1931].

Kristall zufolge der elektrostatischen Wechselwirkung
untereinander ziemlich fest im Kristall verankert,
und die Spins sind damit infolge der Spin-Bahn-
Kopplung an gewisse Vorzugsrichtungen gebunden
(leichte Richtungen). Mit Hilfe des Kollektivelektro-
nenmodells wurde von Brooks?® eine quantenmecha-
nische Storungsrechnung beziiglich der Spin-Bahn-
Kopplung durchgefiihrt. FLercuEr ¢ berechnete unter
Zugrundelegung seiner Bandberechnung von Nickel 7
die Anisotropiekonstante von Nickel nach dem Brooxs-
schen Modell. Dabei ergab sich eine etwa um den
Faktor 50 zu grofie Anisotropieenergie. In der vor-
liegenden Arbeit wird ebenfalls von einer Einelek-
tronentheorie ausgegangen. Im Gegensatz zu den
Arbeiten von Brooks und Frercaer wird jedoch
keine Diagonalisierung beziiglich des Kristallpoten-
tials versucht, da bei den interessierenden ferro-
magnetischen Kristallen das Potential nicht bekannt
ist, und die Rechnungen, abgesehen von den gewal-
tigen Schwierigkeiten, zu schlecht konvergieren. Wir
benutzen daher als Ausgangspunkt fiir die Storungs-
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UBER DIE FERROMAGNETISCHE ANISOTROPIE

rechnung die von Gaxzuorn® angegebenen Eigen-
funktionen nullter Naherung fiir Nickel. Weiterhin
werden nicht nur die Funktionen des d*>-Bandes, son-
dern auch die des d2-Bandes bei der Storungsrech-
nung beriicksichtigt. Aus dem hier vorgeschlagenen
Modell wird sich ergeben, dafl fiir die Anisotropie-
energie die Besetzungsdichte der Bander in der Néhe
der Fermi-Grenze wesentlich ist.

1. Ursachen der Anisotropie

Als Ursachen fiir die ferromagnetische Anisotropie
kommen in Frage:

1. Die magnetische Dipol-Dipol-Wechselwirkung der

Elementarmagnete.

2. Die Spin-Bahn-Kopplung.

3. Die anisotrope Austauschwechselwirkung.

Wir befassen uns hier nur mit Punkt 2. Die magne-
tische Dipolwechselwirkung werden wir vernachlds-
sigen, da diese nur einen sehr kleinen Beitrag zur
Anisotropie liefert. Bei kubischen Kristallen wird
die Dipol-Dipol-Wechselwirkung sogar exakt gleich
Null, falls die Spin-Dipole alle - parallel gerichtet
sind 9.

Die gyromagnetischen Versuche zeigen, daf} der
g-Faktor nahezu den Wert 2 annimmt, d. h. das Bahn-
moment tragt zum magnetischen Moment der ferro-
magnetischen Ubergangsmetalle sehr wenig bei°.
Daraus folgt, dal die Bahnfunktionen nicht frei be-
weglich sind. Sie konnen sich nicht — oder nur in
sehr geringem Mafle — nach dem angelegten Magnet-
feld einstellen. Die Bahnfunktionen sind fest in bezug
auf die Kristallachsen. Die Spins der Elektronen sind
an die Bahn iiber die Spin-Bahn-Kopplung gekop-
pelt. Somit besteht also eine Kopplung der Spins be-
ziiglich des Kristallgitters. Diese Kopplung bewirkt
eine Abhingigkeit der freien Energie des Kristalls
von der Magnetisierungsrichtung.

Die in Punkt 3 aufgefiihrte anisotrope Austausch-
wechselwirkung ? beruht auf folgendem Effekt:

Durch die Spin-Bahn-Kopplung werden bei Dre-
hung der Spins aus der leichten Richtung auch die
Bahnfunktionen ein wenig beeinflut. Die Uberlap-
pung zwischen Funktionen an benachbarten Atomen

andert sich. Dadurch wird die Austauschwechselwir-

& K. Ganznory, Dissertation, Technische Hochschule, Stutt-
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10 Uber den EinfluB des Bahnmomentes siehe C.J. Gorrter,
Phys. Rev. 60, 836 [1941] sowie P. Arcyres u. C. KirrEL,
Acta Met. 1, 241 [1953].

939

kung einen anderen Wert annehmen, d. h. die Aus-
tauschwechselwirkung ist nun von der Spinstellung
abhingig. Der Einfluf} dieses Effekts auf die gesamte
freie Energie des Kristalls liefert einen Beitrag zur
Kristallenergie. Als Folge dieses Effekts wiirde auch
ein Einflul der Lage der Magnetisierungsrichtung
auf die Curie-Temperatur zu erwarten sein. Wir
wollen die anisotrope Austauschwechselwirkung in
der vorliegenden Arbeit nicht beriicksichtigen, da es
sich hierbei um einen typischen Mehrelektronen-
effekt handelt, wahrend wir uns hier auf eine Ein-
elektronenndherung beschrianken wollen.

2. Quantenmechanische Beschreibung

a) Allgemeines

Beim Einelektronenmodell bewegt sich ein Elek-
tron im gemittelten Potential der Ionen und der iibri-
gen Elektronen. Brocu 1! zeigte, daf} Losungen des
periodischen Potentialproblems die folgende Form

haben:

Y= Ze“rﬂ ut(r—1y) . (3)
g

Diese sog. Brocu-Funktionen beriicksichtigen die
Translationssymmetrie des Gitters. Sie multiplizie-
ren sich bei Translation um einen Gittervektor 1,
mit dem Faktor e’'* und die Matrixelemente beziig-
lich der gitterperiodischen Operatoren sind diagonal
in f. In der Brocuschen Theorie werden die Eigen-
funktionen des Problems nach aus Atomfunktionen
aufgebauten Brocu-Funktionen entwickelt. Dabei sind
im allgemeinen Funktionen aus sidmtlichen Bandern
miteinander zu kombinieren. Bei den Ubergangs-
metallen konnen wegen der Kompliziertheit des Pro-
blems im allgemeinen nur die 3d-Funktionen beriick-
sichtigt werden. Beimischungen aus anderen Biandern
werden vernachlassigt. Die gruppentheoretische Ana-
lyse 1% zeigt, daf} bei kubischer Symmetrie zu jedem
k-Vektor im allgemeinen 48 dquivalente k-Vektoren
gehoren, die durch Anwendung der kubischen Punkt-
gruppe auseinander hervorgehen. Auflerdem ergibt
sich, daBB nur dann, wenn der k-Vektor invariant ist
gegeniiber einer Untergruppe der kubischen Dreh-
gruppe, die Familie der zu diesem k-Vektor gehori-

11 F. Brocu, Z. Phys. 52, 555 [1928].

12 F. Serrz, Ann. of Math. 37, 17 [1936]. — L. P. Bouckakrr,
R. Smorucnowsky u. E. Wiener, Phys. Rev. 50, 58 [1936].
— G. Wixtcen, Math. Ann. 118, 195 [1941].
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gen Funktionen zu einer reduziblen Darstellung ge-
hort. Durch Ausreduktion erhalt man in diesem Fall
die richtigen Linearkombinationen der Atomfunk-
tionen. Im Falle eines k-Vektors, der sich nicht in
einer Symmetrielage befindet, sind alle 3d-Atom-
funktionen miteinander zu kombinieren.

Die Anwendung dieser Methode gestaltet sich sehr
schwierig, vor allem wegen der groflen Anzahl der
Integrale, die berechnet werden miissen. Diese Inte-
grale hangen vom Kristallpotential ab, das nicht be-
kannt ist und das nur durch eine sukzessive Annihe-
rung gewonnen werden konnte. Eine derartige self-
conststent-field-Rechnung wurde bis jetzt fiir einen
Kristall noch nie durchgefithrt. Aus den bisherigen
Rechnungen, die — faut de mieux — stets von einem
willkiirlich gewidhlten Potential ausgehen, ist be-
kannt, dafl die Ergebnisse (Eigenwerte und Eigen-
funktionen) empfindlich von diesem Ausgangspoten-
tial abhiangen. Daher weichen auch die Bandrechnun-
gen der einzelnen Autoren!? erheblich voneinander
ab und man kann diesen Rechnungen kaum mehr als
qualitativen Wert beimessen. Trotz dieser Méangel
der Brocuschen Methode in bezug auf die numeri-
schen Resultate zeigt sie doch bestechende qualita-
tive Ziige, die es ermoglichten, fiir viele physikalische
Phénomene eine Erkldrung zu geben.

b) Zellenfunktionen

Eine Verbesserung der Brocuschen Methode konnte
dadurch erreicht werden, dal man von einem ande-
ren Basissystem von Eigenfunktionen ausgeht als
von den allgemein iiblichen -Atomfunktionen. Der
Zweck der Einfiihrung eines neuen Basissystems ist
die Erreichung schnellerer Konvergenz bei der Durch-
fithrung der Storungsrechnung.

Wir betrachten eine Grundzelle des Kristalls. Wir
wollen nun annehmen, da} das Potential in dieser
Grundzelle bekannt sei. Dann lassen sich prinzipiell
die Einelektroneneigenfunktionen eines Elektrons,
das sich in diesem Potential bewegt, bestimmen. Die
aus der Losung dieses Problems sich ergebenden
Eigenfunktionen verwenden wir nun an Stelle der
Atomfunktionen bei der Aufstellung unserer Brocu-
Summen. Die so gewonnenen Brocu-Funktionen sind
sicher viel besser zur Beschreibung des Kristalls
geeignet, als die aus Atomfunktionen aufgebauten

13 Einen Uberblick iiber die bisher durchgefiihrten Bandrech-
nungen bei den Ubergangsmetallen gibt J. CarLaway in
Solid State Physics, Vol. 7, S. 99, New York 1958.

14 H. A. Berug, Ann. Phys., Lpz. 3, 133 [1929].
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Brocu-Funktionen, da schon in den Funktionen
nullter Ndherung die Wirkung des Kristallpotentials
auf die am Atom lokalisierten Eigenfunktionen be-
riicksichtigt ist. Leider ist aber nun das Kristall-
potential von vornherein nicht bekannt. Das einzige,
was wir von vornherein kennen, ist seine Symmetrie.
Nun hat schon Berne !* gezeigt, wie sich die Eigen-
funktionen eines Atoms in einem Feld von einer
bestimmten Punktsymmetrie in nullter Naherung aus
den Atomfunktionen mit kugelsymmetrischem Poten-
tial ergeben. Unter der Einwirkung eines kubischen
Potentials spaltet dabei das im freien Atom entartete
3d-Niveau in ein 2-fach und in ein 3-fach entartetes
Niveau auf. Zwischen den Atomfunktionen treten
nun Linearkombinationen auf: Die zu den irredu-
ziblen Darstellungen Iy und I'; der kubischen Punkt-
gruppe gehorigen Basisfunktionen. Diese Linear-
kombinationen sind die in nullter Néherung ,,rich-
tigen Eigenfunktionen®.

Die zur Darstellung I'y gehérigen Basisfunktio-
nen sind in ihrem winkelabhangigen Teil charakteri-
siert durch 2®—y?, y?>—2z% die zu I’y gehérigen
3-fach entarteten Funktionen haben die Form zy, 2z,
zy . Diese beiden Familien von Eigenfunktionen
transformieren sich bei Anwendung der Operatio-
nen der kubischen Drehgruppe jeweils unter sich.
Die gruppentheoretische Betrachtung liefert nun frei-
lich nicht die Grofle der Aufspaltung zwischen I's-
und I'5-Niveau. Es wird hier nur die Symmetrie des
Potentials betrachtet und die Aufspaltung erfolgt
auch schon bei einer beliebig kleinen Storung durch
ein kubisches Potential. Zur Bestimmung der Grofle
der Aufspaltung ist eine Storungsrechnung beziiglich
des Zellenpotentials durchzufiihren.

Wir denken uns eine derartige Storungsrechnung
durchgefiithrt. Es ergebe sich eine Aufspaltung
0 =E; —E, zwischen den zu den beiden Funktionen-
familien gehorigen Energien E; und E, . Die Eigen-
funktionen seien in ihrer Winkelabhingigkeit unge-
andert. Der Einflul} der Storung wirke sich im we-
sentlichen nur auf den Radialteil der Funktionen
aus.

Mit diesen innerhalb einer Grundzelle gewonnenen
modifizierten Atomfunktionen bzw. ,,Zellenfunktio-
nen“, wie wir sie nennen wollen, bilden wir nun
unsere BrocH-Summen. Dabei haben wir also den
Vorteil, dal wir in nullter Néherung ein dem Pro-
blem schon angepafites Funktionensystem verwen-
den, was sich giinstig auf die Konvergenz der Sté-
rungsrechnung auswirken muf}. Man sieht also, daf}
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es entgegen der von manchen Autoren !® geduflerten
Ansicht, dall es nicht gerechtfertigt sei, eine Auf-
spaltung zwischen 3d?- und 3d?-Band anzunehmen,
hier eine dem Problem angemessenere Beschreibung
gefunden wurde, als sie durch Atomfunktionen allein
geschehen kann, und die notwendigerweise eine Auf-
spaltung in ein 2-fach und ein 3-fach entartetes Band
ergibt. Selbstverstindlich sind bei einer strengen
Durchfithrung der Storungsrechnung beziiglich der
Brocu-Funktionen alle zu einem festen k-Vektor ge-
hérigen Brocs-Summen aus samtlichen Bandern mit-
einander zu kombinieren. Also werden insbesondere
auch Kombinationen zwischen Funktionen aus dem
3 d% und 3d%*Band auftreten. Die Matrixelemente
zwischen Funktionen mit grofler Energiedifferenz
werden allerdings im allgemeinen klein sein, so daf}
diese zur Vereinfachung der Rechnung u. U. gleich
Null gesetzt werden konnen. Wir wollen im folgen-
den uns auf die Storung zwischen dem 3 d* und
dem 3 d*Band beschrinken und die Beimischung
von Funktionen aus anderen Béandern vernachlés-
sigen.

Fiir die Aufspaltung in das d- und d*-Band spricht
noch ein anderer Gesichtspunkt, der sich auf das
Mehrelektronenproblem bezieht. Wenn man das Pro-
blem némlich vom Standpunkt der Mehrelektronen-
theorie betrachtet, so gewinnen die Linearkombina-
tionen von Atomfunktionen, die bestimmte Vorzugs-
richtungen im Kristall besitzen, vermehrte Bedeu-
tung. Sie zeigen zu néchsten oder tibernéchsten Nach-
barn und die GroBe der Uberlappung zwischen Funk-
tionen von benachbarten Atomen bestimmt die Stirke
der Wechselwirkung und damit die der chemischen
Bindung. Im fldchenzentrierten Nickel zeigen nun
z. B. die Funktionen des 3 d*>-Bandes in die Richtung
nachster Nachbarn, wihrend die Funktionen des
3 d2-Bandes in Richtung iibernichster Nachbarn zei-
gen. Die Wechselwirkung ist also sicher verschieden
grof}. Man konnte nun versuchen, diese Korrelations-
energie in einer Einelektronentheorie mit zu bertick-
sichtigen. In pauschaler Weise kann dies dadurch ge-
schehen, daBl den 3 d3- und 3 d3-Funktionen verschie-
dene Energie zugeordnet wird. Auf diese Weise 1af3t
sich eine bessere Anpassung des Einelektronen-
modells an das Mehrelektronenproblem erreichen.

15 Sijehe z.B. J. C. Stater u. G. F. Koster, Phys. Rev. 94,
1498 [1954].

16 Die Bezeichnung ,,Plus-Band“ und ,,Minus-Band“ erfolge
hier so, da3 bei Anwesenheit eines Magnetfeldes die ma-
gnetischen Momente der Elektronen des Plus-Bandes in
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Es spricht also auch diese Uberlegung dafiir, daB} es
dem Problem angemessen ist, wenn man in nullter
Niherung statt von den entarteten Atomfunktionen,
von den Zellenfunktionen bzw. den modifizierten
Zellenfunktionen, die die Elektronenkorrelation be-
riicksichtigen, ausgeht.

c) Einelektronenniherung im ferromagnetischen

Kristall

Wir haben in den beiden vorhergehenden Ab-
schnitten die allgemeinen Gesichtspunkte fiir die
Aufstellung der Brocu-Funktionen fir die 3 d-Elek-
tronen in einem kubischen Kristall diskutiert. In
diesem Abschnitt wollen wir das Banderschema auf
ferromagnetische Kristalle ausdehnen und uns dann
auf den Fall von Nickel spezialisieren.

Wie oben schon erwahnt wurde, 1at sich der
Ferromagnetismus nicht aus einer Einelektronen-
theorie ableiten. Man kann aber auch den ferro-
magnetischen Kristall mit Hilfe einer Biandertheorie
beschreiben: Dabei ist nun nicht mehr jeder Zustand
mit je einem Plus- und einem Minus-Spin besetzt,
sondern wegen der Austauschwechselwirkung werden
bevorzugt Funktionen mit parallelen Spins besetzt,
das ferromagnetische 3 d-Band spaltet auf in ein
Plus-Band und ein Minus-Band, wobei das Plus-
Band gegeniiber dem Minus-Band !¢ abgesenkt ist

(siehe Abb. 1). Nach Bapkr 17 zerfillt das 3 d-Band

g

¥

Abb. 1.
3+ Das Bapersche
d Bandmodell
(lockernde Bénder).
a2t

der Ubergangsmetalle in ein unteres bindendes und
ein oberes lockerndes Band. Das untere bindende
Band ist im wesentlichen fiir die Bindung verantwort-
lich, die Spins sind in diesem Band antiparallel zu-
einander eingestellt. Das obere lockernde Band ist in
ein Plus- und Minus-Band aufgespalten, hier befinden

Feldrichtung und die des Minus-Bandes entgegengesetzt
gerichtet sind.

17 F. Baper, Dissertation, Technische Hochschule, Stuttgart
1953. — F. Baper, in W. Koster, Beitrage zur Theorie des
Ferromagnetismus und der Magnetisierungskurve, Sprin-
ger-Verlag, Berlin-Gottingen-Heidelberg 1956.
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sich die ferromagnetischen Elektronen. Das Bapger-
sche Bandschema ist halbempirisch aus einem Heir-
Ler—Loxpox-Modell abgeleitet. Hier ist also die
Wechselwirkung zwischen zwei benachbarten Atomen
berticksichtigt. Wir wollen im folgenden das BapEr-
sche Bandmodell zugrunde legen, wobei allerdings
unsere Uberlegungen nicht auf ein spezielles Band-
modell beschriankt sind, sofern dieses die weiter un-
ten formulierten Voraussetzungen erfillt.

Die oben definierten Zellenfunktionen wollen wir
fir das kubisch-flichenzentrierte Gitter von Nickel
durch die von Gaxzuorn® angegebenen Linearkom-
binationen von Atomfunktionen anndhern:

a) Die Funktionen des d3-Bandes:

L2, pa=fi(r) Ir_,za p3=f1(1) xr._,y; (4)

2
b) Die Funktionen des d®-Bandes:

#1=f1(r)

242 22

z5— R l V4 —2’2 -
r:zy » ps=fa(r) > (5)

1
Py =/fa(r) )
Dabei ist zu beachten, daf die Funktionen ¢4 und ¢5
nicht orthogonal zueinander sind.
In der Brocuschen Naherung erhilt man damit
folgende Kristallfunktionen mit Spin:
uvil:i},rzel‘fta ¢/ll(r_r{7)7 (6)
VN 4
DL (r—1,) =pu(r—1y) %.
Zwischen diesen Funktionen wollen wir nun die Sto-
rung durch die Spin-Bahn-Kopplung berechnen. ¢,
bedeutet hier die Bahnfunktion und &; die Spin-
funktion.

d) Stérungsrechnung

Die ScuropINGER-Gleichung des Kristalls in einem
Magnetfeld lautet in der Einelektronennidherung bei
Beriicksichtigung der Spin-Bahn-Kopplung folgen-
dermalien:

.3 ,olgrad ¥V xp] — ‘)emﬁcosj v=Evy.

- (7)

Hierbei ist H’ der gewdchnliche unrelativistische
Hawmirrox-Operator des Kristalls. Der zweite Term
ist der Spin-Bahn-Kopplungs-Operator. Der letzte
Term beschreibt die magnetische Wechselwirkung
der Spindipole mit dem &ufleren Magnetfeld. Liegt
das Magnetfeld $ nicht in einer leichten Richtung,
so bewirkt der letzte Term. der der Kopplung eines
magnetischen Dipols mit einem Magnetfeld ent-
spricht, eine Drehung der Spins. Die Drehung der

H+
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Spins ist so gerichtet, da} eine Verminderung der
potentiellen Energie der Spins im Magnetfeld ein-
tritt. Gleichzeitig wirkt aber die Spin-Bahn-Kopp-
lung einer Drehung der Spins aus der leichten Rich-
tung entgegen. Fiir eine vorgegebene Storung durch
ein Magnetfeld wird sich eine ganz bestimmte Spin-
richtung (a;, a,, ;) einstellen. Dabei ist vom Ma-
gnetfeld Arbeit gegen die Spin-Bahn-Kopplung zu
leisten. Diese Arbeit ist gleich der Energie, die man
erhilt, wenn man die Energiedifferenz zwischen
einem Zustand mit Spin in (a,.a,, ag)-Richtung
und einem Zustand mit Spin in leichter Richtung
bildet. Man hat, um die Anisotropieenergie zu er-
halten, diese Energiedifferenzen fiir alle besetzten
Zustiande zu bilden und zu addieren. Wir machen bei
der Durchfithrung der Storungsrechnung folgende
Voraussetzungen:

I. Die Funktionen (6) seien Eigenfunktionen zu

dem Hawmirton-Operator H'.

II. Die Aufspaltung zwischen Plus-Band und Minus-
Band sei grof} gegen die Aufspaltung von 3 d>-
und 3 d3-Band, so dal man sich auf die Storung
zwischen 3 d2- und 3d*-Band beschrinken kann.

III. Die Storung durch die Spin-Bahn-Kopplung sei
klein gegen die Aufspaltung von 3 d*- und 3 d3-
Band.

IV. Die Aufspaltung zwischen 3 d- und 3 d3-Band
sei fiir samtliche £-Vektoren gleich grof.

V. Die Matrixelemente der Spin-Bahn-Kopplung
zwischen Brocu-Funktionen seien ndherungs-
weise gleich den Matrixelementen der Spin-
Bahn-Kopplung zwischen den entsprechenden
Atomfunktionen.

Matrixelemente der Spin-Bahn-Kopplung

Der Spin-Bahn-Kopplungs-Operator ergibt sich
aus der Diracschen relativistischen Theorie des Elek-
trons zu

h
0= Py o[grad V < p] . (8)
Das Potential /(1) besitzt die Translationssymmetrie
des Gitters. Wenn man daher das Gitter, das eine
einfache Grundzelle besitzen moge, in identische
Zellen um die einzelnen Atome abgrenzt, so ldft sich
das Potential folgendermaflen schreiben:

V=>V,(-1,, (9)

7
.y _ |V innerhalb der Zelle g,
wobei ¥, |0 auBerhalb der Zelle g.
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Damit wird der Spin-Bahn-Kopplungs-Operator

0= " YigradV(r—1,) xplo.
4m?c? 7

Spaltet man ¥, auf in einen kugelsymmetrischen An-
teil U, (r) und einen nichtkugelsymmetrischen V(1)
und vernachldssigt den letzteren, so erhilt man na-
herungsweise

(vh |0]¥i) =+ /lzy i Q§L'(r—rg)] O[;e“fo' & (r—1,)|dr
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O=smals Ve
wobei r=|1r—1,| und = [(r—1,) % D] der Bahn-
impuls des Elektrons ist. Der Spin-Bahn-Kopplungs-
Operator O hat nach (10) die Periodizitat des Git-
ters. Die Matrixelemente der Spin-Bahn-Kopplung
sind daher diagonal beziiglich f. Die Matrixelemente
der Spin-Bahn-Kopplung beziiglich der Funktionen
(6) berechnen sich folgendermafien:

(10)

(11)

= »%Zei’(‘v"‘v)f D (r—1,) O(x—1,) Dy(r—1y) dt
9.9

= Deitu [ DV (r—1,) O(r) P (1) dr.
g

O nimmt etwa mit 1/7® ab. Der Hauptanteil kommt
daher von der Kopplung an demselben Atom und es
ist daher sinnvoll, die Spin-Bahn-Kopplung zwischen
Elektronen an verschiedenen Atomen zu vernachlés-
sigen. Man erhilt dann fiir die Matrixelemente der
Spin-Bahn-Kopplung bei Beschriankung auf kugel-
symmetrisches Potential:

(.1 0¥y (12)
— [ L 15U aE @l (1) dr.

2m2c® r Or

Mit D,i(r) =@u83;, wobei ¢, die Bahnfunktion und
8; die Spinfunktion bedeutet, wird

i i RS
W lOl¥e) =42 (pulb | @) (8]0 |30) .
r=1
(13)

Hierbei sind I, die Komponenten des Bahnimpuls-
operators & = (l;, 5, l;) und o, diejenigen des Spin-
operators ©=2# (0, , 05, 03). Die Konstante 4 ist
der Spin-Bahn-Kopplungs-Parameter des freien

Ay —B cos ¥ B sin @ sin ¢
B cos ¥ 4, B cos @ sin ¥
—Bsing@sind —Bcos@sind Ay
2Bcos@sin® Bsingsind B cos ¥
Bcos@sin® 2 Bsingsind —B cos &

Hierbei ist 4, =E,—E und 4;=E,—E. wenn E,
die ungestorte Energie im d*>-Band und E, die un-
gestorte Energie im d*>Band bedeuten. Die Nicht-
diagonalglieder £ 4, treten hierbei wegen der Nicht-

18 S, Goupsmit, Phys. Rev. 31, 946 [1928].
19 E. Wicxer, Gruppentheorie, Vieweg, Braunschweig 1931.

Atoms, der sich nach einer von Goupswmir !® angege-
benen Methode den spektroskopischen Daten entneh-
men lafit.

Die Spineigenfunktionen %; transformieren sich

bei Drehung nach der zweidimensionalen unitiren
Matrix 1* D) (g, 9, v).

R & =D (p,d,v) & ; (14)

R bedeutet eine Drehung des Koordinatensystems um

die EvLerschen Winkel ¢, ¥, v .

Mit Hilfe der GIn. (13) und (14) lassen sich nun
die Matrixelemente der Spin-Bahn-Kopplung in Ab-
héngigkeit von der Richtung der Magnetisierung be-
ziiglich der Koordinatenachsen berechnen. Zur Ver-
einfachung der Rechnung setzen wir bei den Eigen-
funktionen (4) und (5) fiir das d3- bzw. d%>Band
fi(r) = f5(r), so daBl man mit einer einzigen
Spin-Bahn-Kopplungs-Konstante auskommt. Damit
erhalten wir unter Verwendung der Abkiirzung
B =h? 4/2 i folgende Sakulargleichung fiir die Ener-
giestérung beziiglich der Spin-Bahn-Kopplung:

—2Bcospsin® —Bcospsind |
—Bsin@sind  —2 Bsin @ sin ¥
—Bcos ¥ B cos ¥ | =0. (15)
2 1 4, |
34, 4,

orthogonalitdt der Funktionen ¢, und @5 auf. Nach
einfacher Umformung ergibt sich:

A3 4.2 + 42 4,4 B? + 4, A% B? (16)
+4,4 B4+ 012 B* (a2 ay? + 0,2 5% + 2,2 a3%) =0.

Die Winkelkosinusse a,. a,, a3 bezeichnen hierbei
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die Richtung der Spins beziiglich der kubischen Kri-
stallachsen. Der winkelabhingige Term hat kubische
Symmetrie entsprechend der Symmetrie des Kristalls.

Losungen der Sdkulargleichung

Man sieht sofort, daB die Sakulargleichung fiir
0 =0 unabhingig von der Richtung der Spins be-
ziiglich der Kristallachsen wird. Falls das 3 d- und
das 3 d3-Band nicht aufgespalten sind, ergibt sich
keine Anisotropie. Fiir 6 =0 geht Gl. (16) iiber in
A5+ 435 B+ 44 B*=0. Die Spin-Bahn-Kopplung
bewirkt lediglich eine symmetrische Aufspaltung der
5-fach entarteten Niveaus, die unabhingig von der
Spinstellung ist. Die Storenergien sind:4 k%, 4 h?/2,
0, —Ah*2, — AR

Wir betrachten nun die Losungen der Sikular-
gleichung unter der Voraussetzung III: Die Aufspal-
tung zwischen 3 d>- und 3 d®-Band sei grof} gegen-
iiber der Spin-Bahn-Kopplung: |6|>|B|. Fiir die
Stérung im 3 d>-Band kann also wegen 4, —4,=9
und 4, <60 A, =0 gesetzt werden; analog ist bei
der Storung im 3 d3-Band |4,|<[6| und somit
kann in Gl. (16) 4d,= — 0 gesetzt werden. Damit
spaltet nun die Gleichung fiinften Grades in eine
quadratische und in eine kubische auf. Wir erhalten:

a) Fiir die Storung im 3 d*-Band:

Ap— A2 ,4,5,2 +4,B2-4 B

5 (17)

4
+12 l; (a2 ap? + a2 a5 + a5 ag?) =0 ;
b) Fiir die Stérung im 3 d>-Band:
2
4 + 4, 45
+12

(18)
B4
52
Die Losungen der Gln. (17) und (18) sind von den
Winkelkosinussen a,, a,, a3 abhingig, die die Rich-

3 7 2y B B 2
(a2 a2 + a2 ag? +ax% as?) =0.

tung der spontanen Magnetisierung in bezug auf
die Kristallachsen angeben. Wegen der kubischen
Symmetrie des Kristalls treten nur solche Ausdriicke
in a4, 0, oy auf, die gegeniiber den Operationen der
kubischen Punktgruppe invariant sind. Wir ent-
wickeln die Losungen von (17) und (18) nach Po-
tenzen der Winkelkosinusse. Sei 4% (a,, a,, a3) eine
Lésung der Gln. (17) bzw. (18), so ergibt sich also

(19)
+ ag? ag?) + 4,® a2 ax® ag?+... .

Wir fiithren hier eine fiir das 3 d*- und 3 d*>-Band ge-

40 (2, a9, 05) = Ao(i) L3 Al(i) (0% ap® + a;® a32

K. MERKLE

meinsame Bezeichnungsweise fiir die Storungen A
ein. Es sei AY9=E, —E® fir i=1,2,3 und
AD =E,—E® fiir i=4,5. AuBlerdem erfolge die
Bezeichnung der Niveaus so, dal EV)>E® > E®
und E® > E®) ist.

Die Entwicklungskoeffizienten 4, erhilt man,
indem man Gl. (17) bzw. (18) fir verschiedene
Spinrichtungen 16st:

A, =49 (1,0,0),

&) — @ (1 1) 46
A, 4[41 <V2’0’ V2) A (1,0,0)}, (20)
@) — @ (-1 .,1, ,1

1 40 EAT0) (,,1 L)]
+4A (1,0,0) 4A 1/2,0, 72|

Damit haben wir nun die Energiestorung der Einzel-
niveaus berechnet. Um die durch die Spin-Bahn-
Kopplung hervorgerufene Gesamtenergiestérung zu
erhalten, hat man iiber samtliche besetzten Zustande
zu summieren. Fir die Gesamtenergiestorung erhalt
man also

E= —Z’A(i) (ag,a9,a3)
= _Z’Aow _Z'Ala)(alz 42 + a,% ag?

+ag2ag?) — ... .

(21)

Die Summen sind hierbei iiber samtliche besetzten
Niveaus des 3 d-Bandes zu erstrecken. Durch Ver-
gleich mit der phdnomenologischen Gleichung (2)

ergibt sich
Ey=—D"4,®, Kj=->'4,®.

Zur Bestimmung der ersten Anisotropiekonstanten
ist also die Summation iiber die aus den Losungen
der Sakulargleichung nach (20) bestimmten Koeffi-
zienten 4;") durchzufiihren. Entsprechend erhilt man
die zweite Anisotropiekonstante aus den A, usw.
Wir wollen uns aber im folgenden auf die Betrach-
tung der ersten Anisotropiekonstanten beschrianken.

(22)

Durchfithrung der Summation

Die Diagonalmatrixelemente der Spin-Bahn-Kopp-
lung sind gleich Null. Bei der Einfithrung der Sto-
rung bleibt daher der Schwerpunkt der Niveaus er-
halten. Fir die Summation ergibt sich durch diese
Tatsache eine wesentliche Vereinfachung. Da die
Summe iiber sdmtliche Storungen gleich Null ist,
zeigt ein vollbesetztes 3 d-Band keine Anisotropie.
Sind die zu einem bestimmten /-Vektor gehorigen
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finf Zustinde im 3 d-Band alle besetzt, so wird von
diesen Zustinden kein Beitrag zur Anisotropie ge-
leistet.

Eine weitere Vereinfachung ergibt sich, wenn man
die Losungen der Sakulargleichungen (17) und (18)
nidher betrachtet. Die Summe der Energiestorungen
ist in (17) +4B?/0 und in (18) —4B%/6. Die
Summe der Energiestorungen in jedem Teilband
hédngt also nicht von der Spinstellung ab, d. h. der
winkelabhingige Anteil der Stérung durch die Spin-
Bahn-Kopplung hebt sich schon im 3 d>-Band bzw.
im 3 d3-Band gegenseitig auf, falls die zwei bzw. drei
zu einem k-Vektor gehorigen Zustinde gleichzeitig
besetzt sind. Es gilt also im 3 d3-Band

AD+ 4,24 4,3 =0 fir v =1
und im 3 d2-Band
4D+ 4,90 fir y>1.

Wir konnen nun die Summation der Energiesto-
rungen in den einzelnen Teilbdndern durchfithren.
Wir betrachten zunichst die Besetzung der Niveaus
im 3 d3-Band. Ohne Spin-Bahn-Kopplung ist in un-
serem Modell jedes Niveau des 3 d3-Bandes 3-fach
entartet. Durch die Einfithrung der Spin-Bahn-Kopp-
lung wird die Entartung aufgehoben und jedes Ni-
veau spaltet in drei Niveaus auf. Die Aufspaltung ist
von der Spinstellung abhingig. Diese Winkelabhin-
gigkeit wird in erster Naherung durch die Koeffizien-
ten A,;®, die der ersten Anisotropiekonstanten K;
entsprechen, charakterisiert. Je nach der Besetzungs-
zahl der drei Niveaus iiberwiegen die Terme mit
A >0 oder die mit 4,) <0 und entsprechend re-
sultiert nach Gl. (22) eine negative oder positive
erste Anisotropiekonstante gemal}

Ki=-24,020, (23)
wobei Z) die Besetzungszahl des zum i-ten Niveau
gehorigen Teilbandes ist.

Es sind nun die Besetzungszahlen der einzelnen
Teilbinder zu bestimmen. Wir nehmen dabei an,
daB sich die Besetzung der Niveaus bei der Drehung
der Spins nicht dndert. Diese Annahme ist berech-
tigt. da es sich bei der Losung der Sikulargleichung
erweist, daf} die winkelunabhingige Aufspaltung in
dem in Frage kommenden Wertbereich von | /B als
grof} gegen die winkelabhingige Aufspaltung an-
gesehen werden kann. Die Lage der gestorten Ni-
veaus ist also durch die winkelunabhédngigen Stor-
terme A, gegeben (s. Abb.2). Ist die Zustands-
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EM=E;—A4,(1)
E@=E;—4,® ———

E®)=E,— 4,3

Abb. 2. Aufspaltung der Niveaus durch die
Spin-Bahn-Kopplung im d3-Band.

dichte vor der Stérung durch die Spin-Bahn-Kopp-
lung 7(E) =37(E) im 3d3-Band bzw. 7,(E)
=27(E) im d>-Band, so ist nach der Storung

7(E) =2 m(E+4,9), (24)
[1,2,3 im d3-Band,
|4,5 im d2-Band.

wobei 7=

Die Besetzungszahlen der nicht aufgefiillten Teilbén-
der sind nun

F
Z0 = [9(E+4,) dE,

Eo—A§)

(25)

wobei F die FErmi-Energie und E, die untere Grenz-
energie des ungestorten Bandes bedeuten.

Wie oben gezeigt wurde, tragen nur solche Zu-
stinde zur Anisotropie bei, bei denen die zwei bzw.
drei Niveaus nur teilweise besetzt sind. Da die Sto-
rung durch die Spin-Bahn-Kopplung klein ist gegen-
iiber der Gesamtbandbreite, kann man sich also bei
der Durchfilhrung der Summation (22) auf die Ni-
veaus in der Nidhe der Fermi-Grenze beschrianken.
Es wird dann

F+A4P
ZO=2,9 4 [n(E) dE mit > 4,9 Z,®=0.
F4+4 i
Somit wird
F+4§
Ki= -2 4,9 [y(E) dE, (26)
i F+AP

1 fiir das d3-Band,

wobel = {4- fiir das d2-Band.

Fiir kleine 4 kann zur einfacheren Durchfiihrung
der Integration eine Reihenentwicklung von #(E) in
der Nihe der Fermi-Energie benutzt werden. Dann
erhalt man fiir die erste Anisotropiekonstante

1 (dn )[4 ()12
2 (47 ) 24O 14:0]

(27)

K,= *W(F)th(i) A, —

1 [a —
— 5 () 404,01~ ...
1



946

Verlauft die Fermi-Grenze im d3-Band, so ist tiber
i=1, 2, 3, bei Fermi-Grenze im d2-Band ist iiber
=4, 5 zu summieren.

e) Berechnung der Kristallenergie und Diskussion
der Ergebnisse

Um einen numerischen Wert fiir K; zu erhalten,
sind die Koeffizienten A, aus der Sikulargleichung
zu bestimmen. Die Zustandsdichte 7 (F) und ihre Ab-
leitungen (d"7/dE")r an der Fermi-Grenze lassen
sich prinzipiell aus einer Bandrechnung bestimmen.
Leider wurde aber bis jetzt noch keine befriedigende
Bandberechnung der Ubergangsmetalle durchgefiihrt.
Riickschlisse auf die Zustandsdichte an der Ferwmr-
Grenze lassen auch gewisse Experimente zu. Wir
wollen hier den aus den Messungen der spezifischen
Elektronenwiarme von Nickel entnommenen Wert fiir
7 (F) verwenden. Bei der Berechnung der Koeffizien-
ten A, geht als Parameter die Aufspaltung 0 zwi-
schen d2- und d3-Band in die Rechnung ein. Ferner
ist die Grofle des Spin-Bahn-Kopplungs-Parameters
zu bestimmen. Wir entnehmen diesen Wert spektro-
skopischen Daten. Nach der von Goupsmir angege-
benen Methode '8 erhalt man fiir Nickel

ARh?=1,2-10"Berg.

3
Die GroBen  C.¥=>'A4,0[A4,®]¢

i=1

und  C.¥= D'A4,0[4,0]*
)
sind in den Abb. 3 a, b, ¢ fiir i=1, 2, 3 als Funktion
des Parameters |0/B|, dem Verhiltnis Bandbreite
zu Spin-Bahn-Kopplungs-Konstante, aufgetragen.
Bevor wir die Bandverhaltnisse in Nickel im ein-
zelnen diskutieren, 1dBt sich schon aus der Lage der

K. MERKLE

Niveaus im d3-Band (s. Abb. 2) eine obere Grenze
fiir die Kristallenergie angeben. Und zwar sind im
Fall Bandbreite = O die zwei unteren Niveaus voll
besetzt, das obere enthilt 0,54 Locher pro Atom. Die
Zahl der Atome pro cm?® ist in Nickel 9.2-10%2.
Mit diesem Wert und unter Zugrundelegung von
' 0/B| = 50 bei der Bestimmung von A,V erhilt
man:

Ki=4,:0,54-9,2-102 = —3,7-10% erg/cm®.
Es ergibt sich also bei dieser Abschdtzung zwar das
richtige Vorzeichen von K, jedoch ist der Betrag
von K, verglichen mit dem experimentellen Wert
etwa um den Faktor 500 zu hoch.

Im Kristall sind die Elektroneneigenwerte, die im
freien Atom den diskreten Niveaus entsprechen, in
Binder aufgespalten. Wenn man nun annimmt, daf}
die einzelnen Niveaus im d3- bzw. d>-Band noch 3-
bzw. 2-fach entartet sind, so spalten diese Niveaus
unter der Einwirkung der Spin-Bahn-Kopplung ent-
sprechend Gl. (19) auf und die Kristallenergie be-
rechnet sich nach Gl. (27). Wie man aus der Abb. 3
ersieht, ist bei Nickel C; <0 . Das erste Glied in der
Entwicklung (27) ergibt also stets einen positiven
Beitrag zur Kristallenergie. Dies rihrt daher, daf3
der Schwerpunkt der Niveaus, die einen positiven
Beitrag zur Kristallenergie liefern, tiefer liegt als das
Niveau, das den negativen Beitrag liefert. Beriick-
sichtigt man nun das zweite Glied in (27), so kann
fir (dy/dE)r<0 dieses Glied das erste iiberwiegen,
so daf} insgesamt K; <0 wird, wie es nach dem Ex-
periment zu fordern ist. Zur Bestimmung eines nu-
merischen Wertes von K, ist also die Kenntnis der
Werte 7(F) und (d#/dE)r notwendig. Die bisher
durchgefiihrten Bandrechnungen weichen zum Teil
erheblich voneinander ab. So ergibt sich z.B. bei
Frercuer 7 fiir Nickel (d#/dE)r>0, wihrend sich

nach der Krurrer-Sraterschen Rechnung 2 ein ne-

200 =5 702
16%erg3 10” erg
8 150} 80|
1528erg?} -
6 3 60
43 100 cd 3
¢ |\ 2 0 e
3
50¢
2 cd2 v 2 20L 42
1 L ¢
10 20 30 4050 60 70 80 90 100 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
16/B | —a= I16/R | —— - 16/B1 —=
Abb. 3a. Abb. 3b. Abb. 3ec.

Abb. 3a, b, c. Die Koeffizienten C,4* und C,¥* als Funktion des Parameters | /B |. Bei den Abb.3a, b sind die Ziffern an
der Ordinate mit einem Minuszeichen zu versehen. Bei Abb. 3 ¢ handelt es sich um den Koeffizienten —C,1*.

20 H. M. KruttER, Phys. Rev. 48, 664 [1935]. — J. C. Stater, Phys. Rev. 49, 537 [1936].
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gativer Wert fiir (dn/dE) r ergibt. Es ist daher wenig
sinnvoll, diese Werte zur Bestimmung von K; zu
verwenden.

Wir wollen hier bei der Diskussion von Gl. (27)
einen anderen Weg einschlagen. Und zwar laft sich
nach der Fermi-Statistik die Zustandsdichte an der
Fermi-Grenze aus Messungen der spezifischen Warme
der Elektronen bei tiefen Temperaturen bestimmen.
Nach SommerreLD-BETHE ! ist die spezifische Warme
der Elektronen gegeben durch ¢, = ©T, wobei
S=1y(F)-(7®k?)/3 ist. Nach neueren Messungen
ist ©=12,5-10"¢ cal mol™! grad™2 fiir Nickel %2,
woraus sich folgende Zustandsdichte ergibt:

_ . 12 Zusté&
ikd)=1410 Atom erg.

Benutzt man in (27) nur die beiden ersten Glie-
der der Entwicklung, so erhélt man bei Verlauf der
Fermi-Grenze im d3-Band fiir die Kristallenergie
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Hm)es], o

wobei 7y(F) nun die Gesamtzustandsdichte der
drei Teilbander bedeutet. Wire nun der Wert fiir
(dno/dE) r gegeben, so konnte nach (28) der theore-
tische Wert fiir die Anisotropie-Konstante bestimmt
werden. Da wir (d#,/dE)r nicht kennen, wollen wir
zundchst untersuchen, ob sich nach der Beziehung
(28) der experimentelle Wert von K, bei 0 °K durch
plausible Werte von (d#,/dE)r erkldren laBt. Wir
bestimmen also (d#,/dE) r aus (28) und legen dabei
die experimentellen Werte

7o(F) =1.4-10'2 Zustinde/Atom erg

1 3
K1=§ —n9(F) C;% —

und

K;=—8-10° erg/cm?®= —8.,7- 10718 erg/Atom

zugrunde. In Abhéngigkeit von dem in den Konstan-
ten C;. C, enthaltenen Parameter | 5/B| ergeben sich
folgende Werte fiir (d#y/dE) r:

d70) .jg—2¢ Zustinde
dE JF Atom erg?

| —3,1

50

40 33

25 20

~3.2 —3.4 -39 —4,7 —5,8

Wie man der Tabelle entnimmt, ist der zur Uber-
einstimmung von K¢, und Kiheo. nach unserem
Modell zu fordernde Wert fiir (d#/dE) r im Bereich
100 = | 6/B | = 33 nur wenig von | /B | abhingig.

10,
3 =3 40
10"erg-cm ™~
9o P g Ioserg-crﬁ3 \
™ NG
P \ T 5/.33
. i 20
K, = K, :
-3 \ 70<7%“1
40| 0 \\\
~ (N
= BTN
-10
50 60 70 80 90 100% 5060 7080 90 100°,
Nickel—— Nickel —=—
Abb. 4. Abb. 5.

Abb. 4. Die Kristallenergie der FeNi-Legierungen bei Zim-
mer-Temperatur (nach Bozorts und WALKER).
Abb. 5. Die auf Grund des linearen Bandmodells berechnete
Kristallenergie fiir 7=0 °K bei FeNi-Legierungen.

AuBerdem liegen die erhaltenen Werte von (d#/dE) r
in der richtigen, bei einem Bandmodell von Nickel
zu erwartenden Groflenordnung.

21 A, SommerreLp u. H. Berne, Handbuch der Physik XXIV/2,
Berlin 1933.
22 Nach J. A. Hormany, A. Paskin, K. J. Taver u. R. J. Werss,

Nimmt man an, daB die Ubergangsmetalle ein ge-
meinsames 3 d-Band besitzen, so lassen sich die aus
der Bandstruktur ableitbaren Eigenschaften auf die
mehr oder weniger starke Auffiilllung des 3 d-Bandes
mit Elektronen zuriickfithren. Diese Annahme trifft
nur in einer gewissen Niherung zu; im allgemeinen
diirften sich die Einzelheiten der Bandstruktur von
Element zu Element dndern. Wir wollen aber hier
annehmen, dal} sich die Bandstruktur bei Legierun-
gen zwischen Nickel und Eisen im flachenzentrierten
Bereich nicht dndert. Es soll hier der Verlauf von
K, zwischen 100% Nickel und 50% NiFe auf Grund
eines einfachen Bandmodells betrachtet werden. Das
einfachste Bandmodell fiir den Verlauf von #(E)
in der Nahe von F ist gegeben durch die Gerade
n(E) = (dy/dE)p(E —F) +n(F) . Wenn man an-
nimmt, daB keine Uberginge zwischen s- und d-Band
stattfinden, dann wird beim Ubergang von 100% Ni
zu 50% NiFe gerade ein Elektron aus dem d-Band
entfernt. Mit (d#o/dE) r= — 3,2 - 10?* Zustinde/erg?
ergibt sich fir die Breite dieses Abschnitts im d-Band
0.47 10712 erg. Nimmt man fiir das iibrige Band

Phys. Chem. Solids 1, 45 [1956], die experimentelle Werte
von R. H. Busey u. W. F. Ciavqug, J. Amer. Chem. Soc. 74,
3157 [1952] verwenden.
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dieselbe mittlere Dichte an, wie in diesem Abschnitt,
so ergibt sich bei 9,46 Elektronen im d-Band eine
Breite von 2,8 eV. Dies entspricht durchaus der zu
erwartenden Breite des d-Bandes bei Nickel. Die
RénTcEN-Emissionsversuche 2 ergeben bei Nickel
eine Bandbreite von 5 bis 6 eV. Die Frercuersche
Bandrechnung 7 ergibt 2,7 eV. Damit ist gezeigt, dal3
die zur Erklarung der richtigen Anisotropiekonstan-
ten bei Nickel anzunehmenden Werte von (d#n/dE)p

n

Ni E
Abb. 6. Moglicher Bandverlauf bei CoNi .

die richtige GroBenordnung besitzen. Dariiber hin-
aus kann schon bei Annahme einer linearen Abhan-
gigkeit der Zustandsdichte von der Energie der Ver-
lauf der Kristallenergie bei FeNi-Legierungen richtig
wiedergegeben werden. Abb. 4 zeigt die experimen-
tell gemessenen Anisotropiekonstanten ?* von FeNi-
Legierungen bei Zimmertemperatur. In Abb. 5 ist
die Anisotropieenergie bei 0 °K, wie sie sich auf
Grund unserer Rechnung unter Zugrundelegung des
linearen Bandmodells ergibt, fiir |6/B |=67.50 und
33 dargestellt. Der Ubergang von K; <0 zu K;>0
tritt fiir | 0/B | =50 bei 17% FeNi auf. Leider ist ein
genauer Vergleich mit den experimentellen Werten
nicht moglich, da bei FeNi-Legierungen in der Lite-
ratur noch keine Messungen der Temperaturabhin-
gigkeit der Anisotropie vorliegen, so daf} eine Extra-
polation nach 7 =0 nicht moglich ist. Auf jeden
Fall 148t sich schon durch das obige einfache Modell
der Vorzeichenwechsel der Kristallenergie, der seit-
her nicht verstanden wurde, erkléaren.

Bei den flachenzentrierten CoNi-Legierungen ist
der Zusammenhang zwischen der Legierungszusam-
mensetzung und der Kristallenergie noch komplizier-
ter als bei FeNi. Die Anisotropiekonstante wird bei
5% CoNi positiv, um dann bei 20% CoNi wieder zu
negativen Werten uberzugehen. Es ist also zur Er-
klarung des Verlaufs von K; bei CoNi eine andere
Bandstruktur anzunehmen als bei FeNi. Ein Beispiel
fiir den moglichen Bandverlauf ist in Abb. 6 ange-
geben.

K. MERKLE

Durch unser Modell werden positive Werte von
K bevorzugt, da der bei % (F) stehende Faktor posi-
tives Vorzeichen besitzt. Erst wenn das zweite Glied
in (28) kleiner als Null ist und sein Betrag grofler
als der des ersten Gliedes, kann in der Kristall-
energie negatives Vorzeichen auftreten. Dies bringt
mit sich, da} bei einem ldngeren stetigen Abfall von
K, zu negativen Werten hin d#/dE nach (28) immer
stirker negativ werden muf}, und zwar um so mebhr,
je stirker gleichzeitig 7 (E) ansteigt. Ein stetiger Ab-
fall von K, nach negativen Werten hin, wie er z. B.
bei den CoNi-Legierungen auftritt, kann jedoch seine
Ursache auch darin haben, da} man die Bandform
nicht mehr als unveranderlich ansehen darf, sondern
daf} sich die Bandform mit der Legierungszusammen-
setzung andert. Bei der Anwendung von Gl. (27) ist
zu beachten, daBl u. U. auch Bandformen auftreten
konnen, bei denen die Voraussetzungen, unter denen
(27) abgeleitet wurde, nicht mehr zutreffen. Dies ist
z. B. der Fall bei sehr schmalen Spitzen im Verlauf
von 7)(E), wenn die Breite der Spitzen kleiner ist
als die Aufspaltung durch die Spin-Bahn-Kopplung.
Dann ist Gl. (26) zur Berechnung von K, zu ver-
wenden.

Da bei Nickel die FErm1-Grenze im 3 d-Band ver-
lauft (vgl. Baper 17), haben wir seither nur diesen
Fall betrachtet. Vergleicht man die Koeffizienten C;%
und C;* (s. Abb. 3), so zeigt es sich, da C, sehr
viel kleiner ist als C,¥. Dies bedeutet, daB im allge-
meinen im d*>-Band K, grofler als Null ist und ein
Vorzeichenwechsel von K, nicht eintreten kann.

Wir wollen nun die Grofie der Aufspaltung 0 zwi-
schen d?- und d3-Band betrachten. In Abb. 5 sahen
wir, daf} unter Zugrundelegung eines linearen Band-
modells mit dem Parameter |/B| = 50 sehr gute
Annidherung an den experimentellen Verlauf von K,
bei FeNi-Legierungen zu erzielen war. Legen wir den
am freien Atom ermittelten Spin-Bahn-Kopplungs-
Parameter zugrunde, so ergibt sich |B| =6-10"1* erg
und somit )6| = 3001071 erg = 1,9 eV fiir
|6/B| = 50. Dieser Wert scheint etwas hoch zu
sein, jedoch ist zu erwarten, dall der Spin-Bahn-
Kopplungs-Parameter im Kiristall einen kleineren
Wert annimmt als im Atom. Das Potential hat ndm-
lich im Kristall, zufolge der Abschirmung durch die
Leitungselektronen in dem Gebiet, in dem sich die
3 d-Elektronen im wesentlichen aufhalten, einen fla-
cheren Verlauf als im freien Atom. Damit wird mit

23 J. Farineau, Ann. Phys., Paris 10, 20 [1938].
24 R. M. Bozortr u. J. G. WaLker, Phys. Rev. 89, 624 [1953].



UBER DIE FERROMAGNETISCHE ANISOTROPIE

grad V' [vgl. (8)] auch der Spin-Bahn-Kopplungs-
Parameter kleiner.

Die Annahme, daf} die Aufspaltung zwischen Plus-
und Minus-Band grof} sei gegeniiber der Aufspaltung
zwischen d?- und d3-Band, ist nicht erfiillt. Eine ge-
naue Storungsrechnung miilte auch die Stérung zwi-
schen Plus- und Minus-Band beriicksichtigen. In der
Arbeit von Brooks?® ist die Storungsrechnung auf
der Storung zwischen Plus- und Minus-Band aufge-
baut, jedoch werden hierbei nur die d3-Elektronen
beriicksichtigt. Macht man dieselbe Naherung nur
fiir die d2-Funktionen allein, so ergibt sich mit die-
sem Modell keine Anisotropie. In der Brooxsschen
Theorie wird die Entartung der d-Funktionen vollig
aufgehoben als Folge der Stérung durch das Kristall-
potential. In unserem Modell sind dagegen auch im
Kristall die zu einem bestimmten k-Vektor gehori-
gen Funktionen noch 2- bzw. 3-fach entartet. Wie wir
oben gesehen haben, ergibt sich damit aufler der
richtigen Grofenordnung von K; auch die bei Le-
gierungen beobachtete Umkehr des Vorzeichens. Eine
Einelektronenrechnung, wie sie hier durchgefiihrt
wurde, scheint daher eine zumindest qualitativ be-
friedigende Beschreibung fiir das Problem der ferro-
magnetischen Anisotropie zu geben. Auch ist das
Modell fiir die Diskussion der Temperaturabhingig-
keit von K, geeignet.

}) Temperaturabhingigkeit der Kristallenergie

Wie die experimentellen Ergebnisse zeigen, besitzt
die Kristallenergie eine sehr starke Temperaturab-
hingigkeit. Dabei tritt nicht nur eine allmihliche
Abnahme der Anisotropiekonstanten bis hin zu der
Curie-Temperatur auf, sondern es kann auch eine
Umkehr des Vorzeichens auftreten; z. B. bei Nickel
bei 120 °C und bei Kobalt bei 200 °C. Wir haben
seither nur die Kristallenergie bei 0 °K betrachtet.
Gehen wir zu hoheren Temperaturen, so kommt eine
Temperaturabhingigkeit dadurch zustande, dal ein
Teil der Elektronen mit Energien kleiner als F in
Zustinde mit Energien grofler als F iibergeht. Aus
der Fermischen Verteilungsfunktion ldt sich die Be-
setzung der Niveaus als Funktion der Temperatur
berechnen, und wir erhalten durch Summation tber
simtliche besetzten Zustinde nach unserem Modell
die Anisotropiekonstante K; als Funktion der Tem-
peratur. Damit der so bestimmte Wert mit dem ex-
perimentell gemessenen iibereinstimmt, ware voraus-
zusetzen, daf} auch bei Temperaturen 7' >0 siamtliche
Spins im ganzen Kristall parallel zueinander ausge-
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richtet sind. Diese Voraussetzung ist nicht erfiillt.
Vielmehr macht sich der EinfluB der Temperatur
auch in lokalen Schwankungen der Richtung des
Magnetisierungsvektors bemerkbar. Diese Schwan-
kungen bewirken eine Verminderung der makrosko-
pisch beobachteten Anisotropie, auch wenn sich die
quantenmechanisch bestimmte, mikroskopische An-
isotropiekonstante nicht dndert.

Man hat also zu unterscheiden zwischen der lo-
kalen, quantenmechanisch bestimmten Anisotropie-
konstanten und der makroskopischen Anisotropie-
konstanten, die experimentell gemessen wird. Wir
befassen uns hier mit der lokalen Anisotropie, die
sich mit der Temperatur entsprechend der Besetzung
der Elektronenzustinde nach der Fermischen Vertei-
lungsfunktion dndert. Der EinfluB der thermischen
Schwankungen der Magnetisierungsrichtung wurde
mittels einer klassischen Theorie von Zener?® be-
handelt. Eine quantenmechanische Rechnung stammt
von Van Vieck 3 26, und Kerrer 27 zeigte, dal beide
Rechnungen dasselbe physikalische Bild zugrunde
legen. Zener fand unter der Voraussetzung konstan-
ter lokaler Kristallenergie folgende Beziehung zwi-
schen der makroskopischen ersten Anisotropiekon-
stanten K;(T) und der Sattigungsmagnetisierung
M(T):

K (T)/K;(0) = [M(T)/M(0)]*.  (29)

Um die Anderung der lokalen Anisotropiekonstan-
ten mit der Temperatur mit zu beriicksichtigen, ha-
ben wir in (29) K;(0) durch K, 1oxa1(7T) zu ersetzen
und erhalten dann fir die makroskopische Aniso-
tropiekonstante

Eifii = (ﬂ(ﬂ)“’-Kl, (T <

M) (30)

Bestimmung der lokalen Anisotropie

Nach der Fermi-Statistik ist die Besetzungszahl dZ
im Intervall dE bei der Temperatur T gegeben durch

dZ =y (E) fdE, (31)

1 . )
p{E—F)Jk T} +1 die Fermische Vertei-

lungsfunktion ist.
Die Zustandszahl Z® des i-ten Teilbandes ist nun

wobei f=

Z0 = [n(E+4,9) fdE.

E, — A

(32)

25 (C. Zexer, Phys. Rev. 96, 1335 [1954].
26 J. H. Vax ViEeck, J. Phys. Rad. 20, 124 [1959].
27 F. KerrEr, Phys. Rev. 100, 1692 [1955].
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Diese Integrale lassen sich fiir beliebige Zustands-
dichten #(E) nicht geschlossen auswerten. Wir fiih-
ren daher zweckmaligerweise eine einfache Nihe-
rung fiir die Fermische Verteilungsfunktion ein. In
grober Naherung ist die Fermische Verteilungsfunk-

tion gegeben durch die Funktion f; (s. Abb. 7).
[1 fir ESF—-4FkT,
1

f:z 2
b

Jetzt konnen wir die Anderung der Besetzungszahl
AZ'D(T) der einzelnen Teilbinder bei Ubergang von
0 °K zur Temperatur T berechnen. Dabei soll das
Bandschema selbst und die Zustandsdichte als von
der Temperatur unbeeinfluflt angenommen werden.
Dann ist

W~-4fur F—4kT <EXZF+4kT,

fir E>F+4kT.
(33)

F
AZOT) = [4(E+ 4y") (fe~1) dE

F—4kT

(34)

F+4kT

+ [n(E+4,") e dE.
F

K1: —-7](F) ZAl\i\ Ao(i) _

44T |~
F E
Fermi-Verteilung.

Abb. 7.

In erster Naherung hingt also die lokale Anisotropie
quadratisch von der Temperatur ab und ist propor-
tional der Kriimmung der Zustandsdichte-Energie-
Kurve an der FErmi-Grenze *.

Wenn die Temperatur T gentigend grofl wird, ist
die Moglichkeit gegeben, dal} das letzte Glied in
(37) die anderen Glieder tiberwiegt. Bei entgegen-
gesetzten Vorzeichen der Terme kann dann ein
Wechsel des Vorzeichens von K, auftreten. Wir wol-

* Nachdem das Manuskript im Druck vorlag, wurde der
Autor auf eine Arbeit von W. J. Carg, sr., Phys. Rev. 109,
1971 [1958], aufmerksam. Carr nimmt fiir K1, jokal eine
lineare Abhingigkeit von der Temperatur an, ohne einen
theoretischen Grund dafiir anzugeben. Durch genaue Un-

; (gﬁ) ?A [ 4,0]2 =
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Benutzt man die oben eingefiihrte Reihenentwicklung
fiir 57(E). so erhélt man schlieBlich fiir die Anderung
der Zustandszahlen der verschiedenen Niveaus als
Funktion der Temperatur

AZO(T) = 2 (k T)2<d’7> (35)

(kT)zA <z>(dE’72) ¥,

Wobei die Versdliebung des Fermi-Niveaus nicht be-
riicksichtigt ist. Wie man leicht sieht, wird bei Be-
riicksichtigung der Verschiebung des Fermi-Niveaus
in erster Naherung kein Beitrag zur Anisotropie ge-
leistet, da hierbei ein in den A," symmetrischer
Term auftritt, der wegen = A;() =0 keinen Anlaf}
zu einer zusatzlichen Anisotropie gibt. Mit Hilfe von
(23) und (35) wird nun der temperaturabhingige
Anteil der lokalen Anisotropie

=y (m) ZA O 4y — .

Fir die gesamte lokale Kristallenergie bei Bertick-
sichtigung der Temperaturabhingigkeit ergibt sich
also mit (27)

4K, (T) =

(dE2) ZA A
-2 (kT)2(—d ’l) ZAI‘U RO

(37)

dE? JF

len nun abschatzen wie grof} bei Nxckel (d2))/dE"Z)r
sein miiBte, damit bei 7 =400 K Vorzeichenwechsel
auftritt. Nehmen wir an, daB |8/B|=50 ist, so er-
gibt sich (d?y/dE?)p= —80+10% Zust./erg®. Dies
wiirde bedeuten, dal d7/dE in dem Energieintervall
'B|=6-10""erg um 4,8-10%** Zust./erg? zuneh-
men wiirde. Bei einem gemeinsamen d-Band wiirde
also die Anisotropie in diesem Bereich stark zuneh-
men. Es ist aber nicht gesagt, ob bei Legierungen
auch die Einzelheiten der Bandstruktur erhalten blei-
ben. Die oben durchgefithrte Naherung ist auch zu
grob, um den genauen Verlauf der Temperatur-
abhingigkeit diskutieren zu kénnen. In Fillen wie
bei Nickel, wo die beiden ersten Terme entgegen-
gesetztes Vorzeichen besitzen, besteht aber auf jeden
Fall die Moglichkeit, da der temperaturabhiingige

tersuchung des experimentellen Verlaufs von K, in der
Nihe von 7=0 konnte entschieden werden, ob in der Ent-
wicklung von Kj, jokal(7T) fiir tiefe Temperaturen ein
linearer Term enthalten ist.
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Abb. 8. Temperaturabhingigkeit der Kristallenergie von Ni .

Term so groBl wird, daBl ein Umschlag des Vorzei-
chens der Anisotropie eintritt. Wie sich dies, bei

alleiniger Beriicksichtigung des quadratischen Terms
in T, auf die makroskopische Kristallenergie von
Nickel auswirkt, ist in Abb. 8 dargestellt. Auch die
Abweichung vom [M(T)/M(0)]'%-Gesetz bei Eisen,
die erst kiirzlich von Granam?® gefunden wurde,
konnte auf diese Weise durch den temperaturabhén-
gigen Teil von K k. erklart werden.

Herrn Professor Dr. U. Denvinger danke ich fiir sein
stindiges Interesse am Fortgang der Arbeit und fiir
zahlreiche Anregungen. Herrn Prof. Dr. J. KeLLeEr und
Herrn Prof. Dr. A. Seecer mochte ich fiir wertvolle Hin-
weise danken. Der Deutschen Forschungs-
gemeinschaft danke ich fiir finanzielle Unter-
stiitzung.

28 C.D. Grauam, Phys. Rev. 112, 1117 [1958].

Hall-Effekt in Halbleitern mit p-n-Ubergang

Von OrrriEp MADELUNG *

Aus dem Forschungslaboratorium der Siemens-Schuckertwerke AG., Erlangen
(Z. Naturforschg. 14 a, 951—958 [1959] ; eingegangen am 26. September 1959)

Die Theorie des Hari-Effektes in Halbleitern wird auf den Fall verallgemeinert, daf3 der Halb-
leiter einen oder mehrere p-n-Ubergiinge enthilt, die so orientiert sind, da3 die von den gekreuzten
Feldern herriihrende Lorentz-Kraft senkrecht zu ihnen gerichtet ist. Es zeigt sich zunichst, da3 die
Aufnahme der fiir die Erzeugung der Havr-Feldstirke notwendigen Zusatz-Raumladungen in dem
Raumladungsgebiet des Ubergangs (wie auch in dem Raumladungsgebiet einer Scuorrkyschen Sperr-
schicht) ohne einen anomalen Beitrag zur HarL-Spannung erfolgt, daB jedoch ein zusitzliches floating-
Potential auftritt, wenn in den Homogengebieten beiderseits des Ubergangs ambipolare Strome ver-
schiedener Grofle flieBen. Dieses floating-Potential ist der Hari-Spannung des schwicher dotierten
Gebietes (genauer des Gebietes, in dem der groflere ambipolare Strom fliet) entgegengerichtet und
kann unter giinstigen Umstédnden die HaLi-Spannung dieses Gebietes kompensieren, besonders dann,
wenn die Beweglichkeit der Minoritétstrager die der Majoritatstrager weit tibersteigt.

Die Theorie wird fiir verschiedene Grenzfélle diskutiert und ihre Anwendungsmoglichkeit zur Deu-
tung des von Fouerta und Weiss gefundenen doppelten Nulldurchgangs des HaLi-Koeffizienten von

p-InAs besprochen.

Das Auftreten einer Harr-Spannung in festen
Korpern beruht auf der Forderung, dal} senkrecht
zum angelegten Magnetfeld und zum priméren elek-
trischen Feld kein Ladungstransport stattfinden darf.
Diese Forderung bedeutet in Storstellenhalbleitern
ein Verschwinden der Komponenten des Teilchen-
stromes in dieser Richtung. In gemischten Halblei-
tern dagegen kann ein ambipolarer Elektron-Loch-
Paar-Strom fliefen, da ein solcher keine Ladung mit
sich fihrt. Ambipolare Strome wurden zuerst von
Werker ! fiir den Fall des Eigenhalbleiters in die

* Neue Adresse: Institut fiir Struktur der Materie, Univer-
sitdit Marburg/Lahn, Renthof 5.

1 H. Werker, L'onde électrique 30, 309 [1950]; Z. Natur-
forschg. 6 a, 184 [1951].

Theorie des Havrr-Effektes eingefiihrt (magnetische
Sperrschicht) , und spater von Baxsury, Hentsca und
Many 2 und von Laxpaver und Swanson3 fiir ge-
mischte Leiter diskutiert.

Die Lorentz-Kraft eines elektromagnetischen Fel-
des ist nicht die einzige Ursache fiir das Auftreten
ambipolarer Strome in Halbleitern. Temperatur-
gradienten rufen in gemischten Halbleitern einen
gleichgerichteten Strom von Elektronen und Lichern
hervor, dessen Bedeutung fiir den Energietransport
bei der Warmeleitung zuerst von Price? erkannt

2 P. C. Baxsury, H. K. Heniscr u. A. Many, Proc. Phys. Soc.,
Lond. 66 a, 753 [1953].

3 R. Laspauver u. J. Swansox, Phys. Rev. 91, 555 [1953].

4 P.J. Price, Phil. Mag. 46, 1252 [1955].



